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加筋材料动态松弛有限元模型的建立及应用 

彭芳乐 1, 2，华  针 1, 2，曹延波 1, 2 

（1. 同济大学 地下建筑与工程系，上海 200092；2. 同济大学 岩土及地下工程教育部重点实验室，上海 200092） 
 

摘  要：为分析加筋材料的抗弯刚度对加筋性能的影响，加筋材料采用梁单元形式。基于动态松弛法，通过定义梁单元的刚

度矩阵，求解内力矢量，随后定义虚拟质量密度而建立总质量矩阵，将加筋材料的梁单元有限元模型嵌入到已有的动态松弛

法求解程序中。通过对简支梁的简单加载模拟验证了该梁单元模型的准确性能。随后，将该有限元模型与已有的动态松弛法

计算程序结合（含砂土本构及弱面单元模型），对加筋砂土地基室内模型试验进行了数值模拟。将梁单元的模拟结果与杆单

元（梁单元的特例）模拟结果进行了比较，并分别探讨了抗拉刚度和抗弯刚度对加筋砂土地基承载性能的影响。结果表明：

抗拉刚度对承载能力的影响较小；抗弯刚度对承载力的影响程度与加筋材料的布置形式有关，特别是当加筋砂土中出现剪切

带以后，其影响逐渐增大。因此，在分析加筋砂土结构的增强机制时，建议采用梁单元（具有一定的抗弯刚度）对加筋材料

进行模拟。 
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Finite element modeling of reinforced material based on dynamic  
relaxation method and its application 

 
PENG Fang-le1, 2，HUA Zhen1, 2，CAO Yan-bo1, 2 

（1. Department of Geotechnical Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, China; 2. Key Laboratory of Geotechnical and  
Underground Engineering of Ministry of Education, Tongji University, Shanghai 200092, China） 

 

Abstract: To analyze the influence of bending stiffness of reinforcement on the bearing capacity of reinforced soil structures, the 
beam element form is applied to modeling for reinforcement. Based on the dynamic relaxation (DR) method, the finite element model 
of beam element simulating reinforcement is presented. Firstly, the beam element stiffness matrix is constructed and the solution to 
internal force vector is obtained. Then, the fictitious mass density is defined just for numerical purposes and a mass matrix is 
established. The beam model is embedded in the existing dynamic relaxation calculation program. To validate the performance and 
accuracy of the beam element model , the loading simulation of simple beam is conducted. Subsequently model, the numerical study 
for the reinforced sandy ground physical model test is carried out by combining the beam element model and the DR calculation 
program (including the sand constitutive and the interface models). The comparison of simulation results between the beam element 
model and bar element model are conducted. The influences of tensile stiffness and bending stiffness on the bearing capacities of 
reinforced sand foundation are discussed respectively. The simulation results show that the tensile stiffness has little effect on the bearing 
capacity of the reinforced sand foundation. The influence of bending stiffness on bearing capacity is related to the reinforcement layout; 
especially when the shear band occurs in the reinforced sand structures, the impact will increase. Thus, to analyze the reinforced 
mechanism of reinforced sand structures, the beam element is recommended (with bending stiffness) in the simulation procedure. 
Key words: reinforced sand; reinforced material; dynamic relaxation method; finite element method(FEM); beam element; stiffness 
effect 
 

1  引  言 

从法国工程师 Henri Vidal 在 1965 年首次提出

现代加筋土的概念开始，加筋土得到了广泛应用。

国内外学者对加筋土展开了大量的研究，其中采用

有限元对加筋土加固机制和变性破坏的数值模拟是

一个研究热点。由于加筋土结构是筋材和土组合而

成的复合结构，表现出显著的材料非线性，因此，
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涉及到非线性方程的求解。目前，有限元程序多采

用 Newton-Raphson、修正的 Newton-Raphson[1]和拟

Newton[2]等迭代法求解非线性方程。而这些迭代法

存在一个问题：当有限元模型中的单元进入塑性并

将发生破坏时，迭代次数会急剧增加，尤其对于具

有高剪胀性的非线性材料，很难达到收敛。而 Day[3]

和 Otter[4]在 20 世纪 60 年代中期结合中心差分法提

出的动态松弛（DR）法，是一种显式的求解方法，

它将非线性问题转化为动力学问题，不需形成矩阵，

并且迭代计算简单，求解高非线性方程具有显著优

势。同时它的显式性质使计算甚至在峰值后应变软

化阶段都能够追踪整个平衡路径，将材料的软化特

性表现出来[5－7]，但这种方法应用于离散元法中[8－9]

较多，在有限元中应用很少。 
随后，Tanaka 和 Kawamoto[10]将 DR 法用于三

维弹塑性有限元中，成功地模拟了土工结构的破坏。

近些年尤其是东京大学及东京理工大学龙岗文夫研

究室[11－14]将DR法和高精度砂土的本构模型结合起

来，开发了相应的有限元程序，进行了一系列的数

值研究，精确模拟了砂土平面应变压缩试验和承载

能力试验，也反映了动态松弛法求解非线性问题的

优越性能。 
基于加筋砂土室内平面应变试验，拟对其进行

有限元分析，由于加筋土结构其他组成部分的有限

元模型的构建在笔者发表的文章中详细论述，本文

将重点介绍基于 DR 法的加筋材料的有限元模型构

建，并将其有限元实现的程序嵌入到前面已有的程

序中，实现加筋砂土的数值模拟，并探讨该部分算

法的有效性。 
抗拉加筋材料，其加固效应主要由轴向抗拉刚

度提供，而由剪切和抗弯刚度引起的加固效应较小。

在有限元中，具有一定的抗弯刚度的加筋材料，例

如金属带，可以采用梁单元模拟；而没有抗弯刚度

或抗弯刚度很小的加筋材料可以采用杆单元模拟。

前面的研究基本采用杆或梁单元作为筋材的有限元

单元，但都没有对两者之间各自的适用性以及对加

筋土地基的力学性能的影响做相对的比较。本文将

梁单元加入到 DR 法中，首先通过建立梁单元的有

限元模型，对简支梁进行了模拟，验证了该梁单元

的合理性。随后结合加筋砂土地基室内试验数值模

拟，对加筋土结构的力学性能进行了研究。探讨了

加筋材料的抗拉和抗弯刚度对加筋砂土结构力学性

能的影响；并通过分别使用梁单元和杆单元对加筋

材料进行有限元模型的建立，研究了加筋土结构中

加筋材料的力学性能，分析了两种单元在加筋土结

构不同加载时期的适用性以及对加筋砂土承载能力

的影响。 

2  动态松弛（DR）法 

动态松弛法通过引入虚拟的动态阻尼振动来

代替相同结构下的静力系统，同时采用向后时步显

式迭代法进行更新，最终令系统在阻尼作用下得到

静态平衡。在迭代过程中无需形成结构的刚度矩阵，

因此，计算时间消耗较少。 
2.1  动力松弛的控制方程 

非线性有限元的平衡控制方程为 

init P P F             （1） 

并且 

e

d
N v

P   B             （2） 

式中：P 为内力向量； initP 为初始应力引起的节点

力向量；F 为外力向量；B 为位移-应变转换矩阵；

N 为有限元法中离散单元数； 为每个单元的应力

向量； ev 为每个单元的体积。 
动态松弛法是将上述静力学问题看作动力学

问题处理，即通过引入惯性力与阻尼力来求解运动

方程的稳态响应来获得上述平衡方程式（1）、（2）
的解。运动方程为 

initc   Mu u P P F          （3） 

式中：M 为整体质量矩阵；c 为阻尼系数； u 为加

速度向量； u 为速度向量。 
动态松弛法为显式算法，将中心差分法用于式

（3）可得到 t 时刻的速度矢量和加速度矢量，分别

为 

2

t t t t

t

 



u uu             （4） 

 2
2t t t t t

t

  




u u uu           （5） 

式中： t 为时间增量； t tu 、 tu 和 t tu 分别为时

间 t t  、t 和 t t  时的位移矢量。 
为获得动态松弛法的形式，采用阻尼矩阵 

c M                （6） 

将式（4）～（6）代入式（3），则得到动态松弛

法的控制方程为 

 

 

2
init1

1 0.5

2 1 0.5

tt t

t t t

t
t

t










     

   

u F P P
M

u u
   （7） 
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式中： 为阻尼比。 
2.2  阻尼比 的确定 

研究者试着寻找临界阻尼比，使其能够保证

动态松弛法迭代计算的收敛[15－16]，其中，Bunce[17]

建议使用 Rayleigh 系数确定阻尼比，即 

T

T2 
x Kx
x Mx

            （8） 

式中：x 为特征向量；K 为整体刚度矩阵。当 x 是

与最低阶频率对应的特征向量时，Rayleigh 系数可

以准确地给出线性问题临界阻尼比。 
考虑动态松弛法中阻尼力的虚拟特点，临界阻

尼比的取值要能够使系统的振荡归于收敛。因此，

采用以下近似：特征向量x用 t时刻的速度向量 tu 来

近似，也可用位移向量 u 的增量；整体质量矩阵 M
采用对角矩阵 m 来近似可以达到理想效果；整体刚

度矩阵 K 可用对角切线刚度矩阵 ItK 来近似取值[7]，

如下所示： 

t t t
lt

tt




 
P PK

u
          （9） 

式中： tP 和 t tP 分别为 t和 t t  时刻的内力向量。

将上述这些近似形式用目前的求解参数代入到式

（8）中，可得到临界阻尼比的估计值为 

2
It

 
uK u
umu

            （10） 

2.3  数值计算稳定性 
动态松弛法基于一种显式积分方案，它的解是

有条件的稳定。即积分方案所要求的时间步长要小

于临界时间步长。这是由著名的 Courant-Friedrichs- 
Levy 条件[18]，即 

Lt
V

 ≤               （11） 

式中： t 为变形波从一个节点传到相邻节点所需要

的时间步； L 为单元上相邻两个节点间距离；V 为

介质中弹性压缩波速；  为稳定性强制因子

（ 1.0  ）。对于常应变单元， 的值接近 1.0，但

对于高阶单元， 的值还应该减小。 的值越小就

越能保证数值计算的稳定性，但也会需要更多的迭

代来达到某个精度。 
在求虚拟质量密度  时，令时间步长 1t  ，

可以保证变形波穿越任何尺寸和刚度的单元所需时

间相同，并且导致在动态松弛法中惟一需调整的系

统参数只有 。 

在本文进行数值计算时时，  值设定为

0.78 2( 0.6)  以获得计算的稳定性。可以根据计算

信息调整其他参数以保持和优化整个平衡迭代的收

敛性[7]。 
2.4  收敛准则 

在本文的数值分析中，通过下面的标准来检验

计算的收敛： 
（1）整体残余力标准 

init 2

12

( )

( )
t

 P P P

F
≤         （12） 

（2）每步迭代时整体内能的增量，即残余力对位移

增量所做的功： 

 
 

T init

22T
0

t
t

t

  



u F P P

u F
≤




       （13） 

（3）两次相邻迭代之间的整体残余力标准差 
init 2 init 2

1 3( ) ( )n n t     ≤F P P F P P   （14） 

式中：n 和 n+1 分别为两个连续的计算迭代； 1t 、 2t
和 3t 分别为收敛标准值，为了保证非线性计算有效

的收敛，本文研究的全部解析取 6
1 2 3 10t t t    。 

3  梁单元有限元模型 

在有限元中引入动态松弛算法，需要为每个梁

单元构建一个质量矩阵。考虑到显式动态松弛法的

稳定性条件，构建了虚拟质量矩阵。 
首先，由式（11）中可得动态的稳定性算法中

波的速度是影响稳定性的一个因素。在梁单元中，

波的传播速度计算分为两种：沿梁纵向和横向传播

的纵向波和横向波。 
3.1  波传播速度 
（1）纵向波 

从一维波方程可得到纵向波速 cV 为 

c
EV


               （15） 

式中：E 为弹性模量；  为梁的质量密度。 
对于杆单元这种没有抗弯刚度的特殊情况，只

需考虑纵向波速 cV 。把式（15）代入到式（11）中

并令 1.0t  （ t 在虚拟动态分析中可以取任意

值），则梁单元或者杆单元纵向波对应的虚拟密度

c 可表示为 

c 2 2

1 E
L




              （16） 
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（2）横向波 
梁单元的横向波速取决于振动系统的固有频

率或波长。通过求解梁（质量均匀分布）横向传播

的动态平衡方程[19]可以得到横向波速 bV 的一般表

达式为 

b
na EIV

L A
              （17） 

式中： I 为惯性矩； A 为横截面面积；系数 na 是由

边界条件决定的，例如，梁端部的支撑条件。 
对于第 n 阶固有频率可以得到系数 na 、固有频

率 n 、波长 n 和相对应的第 n 阶的横向波速 bnV ，

对于本文采用的简支梁，其表达式为 

2 2

2

b

π

π   

2

π

n

n

n

n

a n

n EI
AL

L
n
n EIV
L A








 

 



 



 


        （18） 

对于悬臂梁，其表达式为 

   
 

   

 

2 2

2

b

b

1/ 2 π 2

1/ 2 π

2
1/ 2

1/ 2 π
2  

0.597π 2

n

n

n

n

n

a n n

n EI
AL

L
n

n EIV n
L A

EIV n
L A










  


 
 




 
 

 


  


≥

≥

   

 （19）

 

3.2  质量矩阵 
为使梁单元的局部和整体坐标一致，将上述纵

向波和横向波的虚拟质量定义在相应的自由度上。

假设通过式（16）可以得到梁单元的另一虚拟密度

b ，将其代入到式（15）可以推得相应的纵向压缩

波速 cbV 为 

2
cb

b n

E AV L
a I



          （20） 

将式（20）代入到 Courant-Friedrichs-Levy 条件

方程(11)中，且令 1.0t  ，有 

2
cb

11 n na aL I IL
V A L AL

 


 ≤     （21） 

从式（21）可见，稳定条件取决于梁单元的几

何属性（例如 A、I、L）。如果虚拟密度 b 取决于

所有转换自由度，考虑到梁的轴向变形，为了保证

数值分析的稳定性，应该满足式（21）要求。同样

对于 c 也有相似的关系式。因此，基于保守的原则，

梁单元的虚拟密度 t 应取两者中较大值： 

 t b cmax ,               （22） 

因此，梁单元质量矩阵中对角线上的分量 m 可

用下式表示： 

 

T

r r

T
t t r t t r 

i i i j jx y x y jm m m m m m

m m m m m m

   m
   （23） 

式中：对于平动位移有 

t x ym m m   t
1
2

AL          （24） 

对于转动位移有 
 2 3

r r r b b 0

1d
3

L
i jm m m Ar r AL       （25） 

式中 r为积分点距离梁单元端点的距离。 

4  梁单元性能验证 

假定简支梁的弹性模量 E=98.1 MPa，泊松比

ν =0.1，横截面面积 A=10 mm2，惯性矩 I=100 mm2，

跨度 L=0.1 m，跨中作用一个集中为 F =9.8 N。由

结构力学理论得到该简支梁跨中最大弯矩

max = /4=M FL 2.45×10-4 kN·m，剪力V =4.9 kN，跨 

中最大挠度
3

max
1= =
48

FLu
EI

20.8 mm。 

在当前的基于动态松弛法的有限元分析源代

码中使用了上述定义的虚拟质量矩阵，并建立该简

支梁的有限元模型。图 1 为有限元分析得到的简支

梁的弯矩图和剪力图，可以看到，跨中最大弯矩为

2.45×10-4 kN·m，剪力为 4.89 N。与上述理论解比

较，可见基于动态松弛法的梁单元有限元分析结果

与简支梁的理论计算结果吻合。 

 

 
(a) 弯矩图（单位：kN·m）    (b) 剪力图（单位：kN） 

图 1  简支梁有限元计算结果 
Fig.1  Finite element results of simple beam 
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5  加筋砂土地基有限元模拟 

本文根据 Tatsuoka 等[20－21]所做的加筋砂土地

基承载能力的一系列室内模型试验结果，基于笔者

已有的动态松弛法有限元程序，在加筋砂土结构中，

对砂土采用非相关流动的等向硬化-软化弹塑性模

型[12－14]；对加筋材料采用上述梁单元或杆单元分别

建立了相应的有限元模型；加筋材料和砂土之间的

接触部分采用弱面单元[22]。分析了在加筋砂土结构

中，加筋材料的抗拉刚度和抗弯刚度分别对加筋砂

土地基承载能力的影响。 
5.1  加筋砂土室内试验及数值模型的建立 

平面应变条件下加筋砂土地基室内模型试验

的概要如图 2 所示，模型地基长为 40 cm（ 2 方向），

宽为 183 cm，高为 74 cm。空气干燥的日本奉浦砂

自由落入砂箱形成地基，砂土的相对密度 rD   
80%～86%。地基中布置了磷青铜条带加筋材料。

砂箱的边壁由 3 cm 厚的刚性透明聚丙烯板组成，可

确保平面应变条件。试验的工况组合见图 3，图中 L
为加筋材料的长度，B 为基础的宽度，n 为筋材的

层数,筋材间距 d=0.3B。 
由于地基的对称特点，有限元分析仅取模型地

基区域的 1/2。图 4 所示为加筋砂土地基室内模型

的有限元网格，它由四节点四边形平面应变单元组

成。单元和节点的总数分别为 540 和 581。砂土本

构关系采用了非相关流动的等向硬化-软化弹塑性

模型[11－14]，其应力更新也是基于动态松弛法，其弹

塑性模型参数见表 1。筋材与土之间采用了弱面单

元[22]，本文中采用的弱面单元厚度与筋材附近的砂

土单元尺寸保持一致，取厚度为 1 cm。另外砂土接

触弱面单元节点始终与梁单元的节点保持一致，且

弱面单元采用与砂土同样的本构关系（参数见表

1），与砂土单元的区别在于其强度峰值小于砂土单

元（文中取界面峰值摩擦角为 33.6°）。对青铜加筋 

材料采用上述梁单元或杆单元建立了相应的有限元 
模型。 
 

 

183 cm
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m
 

奉浦砂

荷载
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 2 方向
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图 2  室内模型试验概要图 

Fig.2  Setup of laboratory model test 
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图 3  模拟室内试验的工况组合 

Fig.3  Group of physical test for simulation  
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图 4  有限元网格 

Fig.4  Finite element meshes 
 

表 1  砂土弹塑性本构模型参数 
Table 1  Parameters for elastoplastic constitutive model of sands  

弹性横观各向同性参数 修正塑性功硬化参数 

 0 /kPa Ev0 /kPa Eh0 /kPa v0 m a b h n r wr 

98.1 1820 1638 0.163 0.494 0.128 8 3.5×10-5 0.431 0.9 0.09 0.28 

 

5.2  筋材抗拉刚度（EA）效应 
图 5 为室内试验中筋材长度 L/B=2，层数 n=3

情况下，采用不同类型筋材的荷载-沉降关系。类型

1 加筋条带是由磷青铜制成，厚度为 0.5 mm，宽度

为 3 mm，且表面粘结有模型砂土颗粒。类型 2 和

类型 3 加筋条带的材料与类型 1 相同，但厚度分别

为 0.5 mm 和 0.1 mm，并且表面附有适量的钢丝，

钢丝直径为 1 mm，间距为 1.0 cm。类型 4 加筋条

带是由铝箔制成，厚度为 0.05 mm，表面附有与类

型 2、3 相同的钢筋。对于类型 2、3 和 4 加筋材料， 
抗拉刚度 EA 和抗拉强度依次减小。从图中可以看

到，除非筋材发生断裂破坏，其他采用不同抗拉刚
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度的筋材的加筋地基承载能力特征值之间的差异非

常小，可以忽略不计。对于筋材刚性很小的情况，

筋材抗拉刚度效应变得比较显著。 
 

 
图 5  类型 1～4 筋材对应的荷载-沉降关系（室内试验） 

Fig.5  Load-settlement relations for reinforcement  
types 1 to 4 (laboratory tests) 
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图 6  不同抗拉刚度 EA 下荷载-沉降关系 
Fig.6  Load-settlement relations for  

different tensile stiffnesses 
 
采用有限元对筋材长度 L/B=2，层数 n=3 相同，

而 EA 不同的几种工况进行了分析，以验证筋材抗

拉刚度的效应。图 6 为采用不同 EA 值的筋材工况

下标准荷载-沉降关系。从图中看到，筋材的 EA 较

小时，EA 值改变引起的地基承载能力变化很小；而

筋材 EA 较大时，EA 值改变引起的地基承载能力变

化才较明显。可见有限元分析结果与试验结果吻合。 
5.3  筋材抗弯刚度（EI）效应 

图 7 为当加筋材料分别采用梁单元和杆单元进

行有限元分析得到的筋材长度 L/B=1、2（层数 n=3）
两种工况下的标准荷载-沉降关系，并与室内试验结

果进行比较，以研究筋材抗弯刚度效应。 
对于短筋材层（L/B=1）情况（筋材未穿过剪

切带），在峰值荷载前阶段，使用梁单元和杆单元得

到的荷载-沉降关系非常相似。但在峰值荷载之后阶

段（模型出现剪切带），采用杆单元的结果与室内试

验结果更为接近。这说明此种加筋形式只需考虑筋

材的抗拉刚度，抗拉刚度是筋材性能的控制因素，

因此，采用杆单元对加筋砂土地基进行有限元分析

更为合理。 
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图 7  L/B=1 和 2（n=3）两种加筋形式采用梁单元或 

者杆单元所得的荷载-沉降关系 
Fig.7  Load-settlement relations when using either beam  

or bar elements for the reinforcing pattern  
of L/B=1 and 2, and n=3 

 
对于长筋材层（L/B=2）情况（筋材穿过剪切

带），由于抗弯刚度的影响，使得峰值荷载差异相当

大。在峰值荷载之前阶段，考虑与不考虑筋材抗弯

刚度两种工况所得的有限元结果相近。不考虑抗弯

刚度工况下峰值荷载是考虑抗弯刚度工况的 2/3，
并且与室内试验结果更为接近。结果表明，仅当加

筋地基中出现剪切带，且剪切带横穿加筋层时，通

过限制剪切带的扩展，筋材的抗弯刚度可以有效地

提高加筋土的极限承载能力。而在剪切带出现之前

的阶段，对于研究加筋砂土的加强机制，筋材的抗

弯刚度效应则不明显。 

6  结  论 

（1）通过构建梁单元的刚度矩阵和虚拟质量矩

阵，建立了基于 DR 法的梁单元有限元模型。对简

支梁的模拟，验证了该梁单元的合理性。对加筋砂

土地基室内试验的模拟，筋材抗拉刚度对加筋砂土

地基承载能力的影响很小；抗弯刚度对加筋砂土地

基承载能力影响程度与加筋材料的布置形式有关。 
（2）加筋砂土中筋材可以采用梁单元或杆单元

模拟。对于加筋材料的不同布置形式，使用杆单元

的有限元的模拟结果较为理想，但当加筋砂土中出

现剪切带以后，抗弯刚度对加筋砂土结构的承载能
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力的影响开始逐渐增大。由于抗拉刚度对加筋地基

承载能力影响较小，而抗弯刚度影响较大，且杆单

元为梁单元的一种情况，所以在分析加筋砂土结构

增强机制时，推荐采用梁单元（具有一定的抗弯刚

度）模拟筋材。 
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